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INTRODUCTION 
Le present travail s’insere dans une recherche sur les relations entre la 
presentation habituelle dun k-groupe reductif epingle G (cf. [DG] ), ou k 
denote un corps, la geometric de l’immeuble de Tits de G et les singularites 
des varietes de Schubert de G et leurs modeles de Nash (cf. [CC]). On 
donne pour toute variete de Schubert E de GLr+ l(k) une description du 
lieu singulier LS(i?) c E’, c’est-a-dire du complementaire de l’ouvert de 
lissite de E exprimee dans les theoremes (7.16) et (7.21). Ceux-ci tiguraient 
dans une premiere version de ce travail (‘ruin 1982) mais leur preuve 
presentait une lacune. Les idles de base de l’ensemble de l’article ont ete 
exposees lors du colloque sur les espaces singuliers a Luminy (Marseille, 
juillet 1981). 
Dernierement Seshadri et Laksmibai ont donne aussi une formule du lieu 
singulier des varietes de Schubert des groupes classiques et pour les 
quotients dun groupe reductif G par un “sous-groupe parabolique de type 
classique.” Leur critere est base sur une evaluation de la matrice jacobienne 
dune base convenable de l’ideal de delinition dune variete de Schubert. 
On explique maintenant la demarche suivie et l’algorithme auquel donne 
lieu le Theoreme (7.16) pour decider si un point x de E est ou non lisse. 
Les constructions sont independantes de toute hypothese sur le corps k. 
Soit done Zc DrapJkr+‘) une k-variete de Schubert de GLr+ ,(k) 
definie par le sous-groupe de Bore1 &,, donne par le drapeau canonique 
D=(k’c . . . ckr)dekr+‘, et par un type de position relative A4 de D par 
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rapport a un drapeau de k’+ ’ de type g. 11 est commode de travailler dans 
le contexte geometrique dorme par l’immeuble de Tits A de G&+ ,(k), c’est- 
a-dire l’ensemble ordonne A des drapeaux de k*+ ’ avec l’operation 
naturelle de GLr+ ,(k). Soit Drap(Z,.+ ,) l’ensemble ordonne des drapeaux 
de Zr+, = {l, . . . . r + 1 }, identifie a une partie de A en associant a un 
drapeau de I,+, le drapeau “engendre.” de k’ + ‘. (On suppose Zr+, en bijec- 
tion cvidente avec la base canonique de kr+ ‘.) Le quotient A/GLr+ 1(k) 
s’identitie a l’ensemble T~jp de 1-uples entiers strictement croissants 
(Hi, . . . . n,) (1<r, I <tz)<r). On identilie A x A/GLr+,(k) a l’image Posrel 
de l’application A x A -+ LI M” “X(‘+11 associant au couple (D, U), 
D=(F1 c ... CFj.) et U = (Ei c ... c E,) la matrice M(D, D’) = 
(card(EXnFp)), oti E[+, = Fi,+, =kr+‘. (On a une bijection naturelle de 
Posrel avec l’ensemble des doubles classes de Gr+, dormant lieu a 
l’indexation habituelle des varietes de Schubert de GLr+ ,(k).) 
La construction de LS(Z) repose sur celle dun modele lisse et biration- 
nel ,? de E (cad., d’un k-morphisme ,?? + z propre et birationnel induisant 
un k:isomorphisme par restriction a ,E c E). La k-variete .J? est un cas par- 
ticulier de k-variete de comigurations (cf. (2.2)). On associe a tout 
ME Posrel n W’+ ” ’ ” + ‘) le graphe ponder6 A (M) donne par la partie 
{~~~.Y~ I(13 I)<( x,Y)<(!+ l,i+ 1)) du reseau entier NxM que l’on 
pondere par M= (wQ). Avec les notations de $2 on a alors 
f= Conf( A (M), D). On peut prouver que Conf( A(M), f)) est une 
k-variete isomorphe a une variete de configurations donnee par une galerie 
minimale generaiisee de Drap(Ir + , ) dans le sens de [CC]. Soit x E E, on -- 
designe par T(Z).y l’espace tangent de Nash a .E en x, cad. dans le cas ou 
k = C le k-sous-espace de l’espace tangent T(Drap,Jk’+ ’ )) engendre par les 
k-sous-espaces qui sont “limite” d’une suite d’espaces tangents a z c E (cf. -- 
Appendice). Indiquons comment on se sert de 2 pour determiner T(Qy. 
Soit ,Y(M’, D), M’ > M (ordre evident de Posrel) l’orbite de X. Notons 
par D’ E Drap,,(Zr+ , ) l’unique drapeau de 1r + , qui engendre un drapeau 
dormant lieu a un point y de ,Y(M’, D). 11 est clair que x E ,F est lisse si et 
seulement si y G z est lisse, car B0 opere transitivement sur z( M’, D). Le -- 
gros du travail consiste a construire une base de T(Z)!. ,Soit 
D,-,=(~,c ... cZ~) et 
l’ensemble (lmi!), forme des elements q du produit qui “engendrent” un 
k-point 6(q) de Conf( A (M), D) (necessairement au-dessus de y). 
Dans les paragraphes $3 et $4 on donne la construction pour q E 
Conf(M, Do, D’) d’une base 5V de l’espace tangent T(Conf( A (M), D))JfwJ. 
Soit rcV: T(Conf( A(M), D))6,qb + T(DrapF(kn+‘))., la differentielle de 
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Conf( A (M), D) + DrapJkr+‘) en b(q). Dans les paragraphes $5 et $6 on 
prouve alors que la reunion 
est une base de T(z) y. Simultanement on a que y E LS(,!?) si et seulement 
si 
-- 
rang T(L’),V > dimk 2 
(et ceci sans aucune hypothese sur k); et l’on donne un processus construc- 
tif effectif pour determiner une base de T(z).,,. 
11 nous reste a formuler explicitement l’algorithme permettant de decider 
si le point y E ,F don& par D’ = (ZZ, c . . . c ZZ,) l Drap(Zr + 1 ) est ou non 
lisse. Soit 
et 
ou < designe l’ordre produit. Considerons pour 1 < M < 1 lixe la reunion 
oti l’on pose Hj+I=Zr+I. On a alors que y e z est hse si et seulement si 
‘z ~<~<,card(H~x(H~+,/H~)/Y~)=dim~~. 
I?otons que le fait de supposer que 1 est une E,, variete de Schubert nest 
pas une restriction, car pour tout parabolique Z&c Z’O et toute &,-variete 
de Schubert z il existe une Z&,-cellule de Schubert 27 c ,T telle que z’ = 2. 
En plus dans l’algorithme decrit ci-dessus on n’a nul besoin de supposer 
que Do est un drapeau de longueur r. 
11 est interessant de souligner que le resultat Iinal peut etre formule de 
sorte a garder un sens pour tout k-groupe reductif. 
1. PR~LIMINAIRES 
A-(Zmmeuble de Tits de GLr+ ,(k)) 
soit zr+ 1 = { 1, . . . . r + l}. On note par p(Zr+ r ) (resp. p*(Zr+ 1)) l’ensemble 
des parties (resp. parties propres et non vides) de Z,.+ i. On dit que H, 
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H’ E p(Zr+ r) sent incidentes si Tune est incluse dans l’autre. On munit 
l’ensemble p*(Zr + , ) de la relation d’incidence induite par Grass( Z, + I ) 
(cf. [T]). On entend par drapeau dun ensemble E une chaine 
(HI c Hz . c Hl) de parties propres et non vides de E strictement 
croissante. Soit Drap(E) l’ensemble de drapeaux de E muni de la relation 
d’ordre c evidente (cf. lot. cit.). On interprete Drap(Zr+ ,) comme le com- 
plexe de drapeaux defini par Grass(Zr + ,) dam le sense de lot. cit. Soit 
Typ = a l’ensemble des Z-tuples strictement croissants 
d’elements de { 1, . . . . r i. (1 </<r). (1.1) 
On definit Drap(Zr+ ,) + Typ par r(ZI) = (card(H,), . . . . card(H,)), ou 
D= (H, CI ... CI H,). 
DEFINITION ( 1.2). Soit (D, D’ ) E Drap(ZF + , ) x Drap( Zr + , ). Posons D = 
(J, c ... ~ Jj-), D’ = (Hi ~ .” ~ H,), 
md = card( Hu n Jfi), mj.+ lp = c=4JoL 
m */+ l = c=WU9 m;. + I/+ I =r+l 
et 
On a une application 
Drap(Z,+,)xDrap(Zr+,)+ L.I N”+‘lx’A+” 
1 <i../<r 
Cl.31 
en associant a chaque couple (D, D’) la matrice M( D, D’). On note par 
Posrel (= Posrel(Zr+ ,)) l’image de cette application. On peut caracteriser 
Posrel n N “+ ’ jX I’ + ’ ) comme l’ensemble des matrices (mzp) qui satisfont 
les inegalites suivantes: 
D’autre part on a une decomposition de Drap(Zr+ I) comme reunion dis- 
jointe 
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oti Drap,JZ’+r) denote la fibre de r en E. Soit PosrelcF.5j l’image de 
Drap,,,(Z’~,)xDrap’,(Z’+r) par (1.3). Soit ZJ0=ZrcZ2c ... cZ’) le 
drape& canonique de Z’+ , , et pour tout c e Typ soit DH c Do l’unique 
sow-drapeau tel que t( Dn) = g. 
Soit k un corps on pose GL’+ l(k) = Aut,Jk’+ ‘). On a que GL’+ l(k) est 
un k-groupe reductif (cf. [DG]). On a alors que la k-variete de paraboh- 
ques Par(GL’+ l(k)) est k-isomorphe a la k-variete de drapeaux 
Drap(k’+‘) cf. [CC]). 0 n a aussi la decomposition suivant de Drap(k’+ l): 
Drap(k’+ ‘) = LI Drap!‘(k’+‘), 
CCTYP 
cette decomposition correspond a la decomposition de Drap(k’+ ‘) comme 
reunion disjointe de ses composantes connexes. La k-variete Drap’,(k’+ ‘) 
est une k-variete projective (cf. [El). 
Soit Drap(k’+ ‘) (resp. Drap&k”+ I)) l’ensemble des k-points de 
Drap(k’+‘) (resp. Drap!(k’+‘)), c’est a dire l’ensemble des drapeaux de k- 
sowespaces de k’+ ’ (resp. de type IJ). On a que Drap(k’+ ‘) est muni 
dune relation d’ordre c et d’une relation d’incidence (cf. [T]). En fait 
Drap(k’+‘) s’identitie i l’immeuble de Tits de GL’+ l(k) des k-paraboliques, 
en faisant correspondre a chaque drapeau D de k’+ ’ son stabilisateur dans 
(%+ l(k). 
On a une application naturelle 
d: Drap(Z’+ ,) + Drap(k’+‘), (1.6) 
caracterisee par le fait qu’elle associe a (ZZ) E Grass(Z, + , ) le k-sous-espace 
engendre par 
~eili~~~~~el,...,e,+~ } ( = base canonique de kr + ’ ). 
11 est facile de voir que 8 est compatible avec les relations d’ordre et 
d’incidence respectives. 
La base canonique de k’ + ’ donne lieu a l’epinglage suivant de GL,+ l(k). 
Soit k’ = (e] , . . . . ei) (1 < i 6 r), on pose D = (kl c . . . c k’) et note par B0 
le sous-groupe de Bore1 de GL’+ l(k) don& par D. Soit Tc &, le sous- 
groupe des matrices diagonales. Notons par {cr, . . . . c’+ I } la base duale de 
{e,, . . ..e.+ l 1. En identifiant Lie(GL,+ l(k)) a Hom,Jk’+ ‘, k’+ ‘) on a une 
base canonique de Lie (GL’+l(k)) donnee par {~,@e~}~i,~~~Z,+r xZ’+r. 
On en deduit que l’ensemble des racines de GL,+ ,(k) par rapport a T est 
en bijection avec Z,+ r x Z,+ , /A. Le k-sous-espace de dimension I 
correspondant a la racine (i, j) etant le k-sous-espace engendre par gj 8 e,. 
LIEU SINGULIER DES VARIiTkS DE SCHUBERT 191 
B-( Vari&!s de Schherr de CL,+ ,(k), cjI [DG, CC]). 
DEFINITION (1.6.). Soit X un k-schema. On dit qu’un couple de 
drapeaux D = (ZY, c ... c Z?,) et D’ = (Z’, c . . . c Fj,) de 0+ous-modules 
localement libres de 19;+ ’ est en poshion standard si: “Vl <a < /, et 
Vl < /I < i on a que Ez n EP est localement un facteur direct de 0>+ ‘; i.e., 
c!;+ ‘/E n Ffl est un OXmodule 
Son &and(kr+‘)GDrap(kr” 
localement libre.” 
) x Drap(kr + ’ ) le k-sous foncteur dont les 
sections (D, D’) au-dessus d’un k-schema A’ sont les couples de drapeaux de 
CL?’ de OTsous-modules localement libres en position standard. 
Le k-groupe GLr+ ,(k) opere sur Stand(kr+ ‘) “diagonalement” et le 
quotient Stand(kr+ ‘)/GLr+ ,(k) s’identifie a Posrel= Spec(k) x Posrei (cf. 
PGI J. 
DEFINITION (1.7). Son Me Posrel. On pose 
X(M) = Stand(kr+‘)M 
(M-cellule de Schubert universelle). 
Soit D une section de Drap(k’+ ’ ), on pose: 
z(A4, D) = Stand(kr+‘),M,D, 
((M, D)-cellule de Schubert universehe). 
On note par z(M) (resp. z(A4, D)) l’adherence schematique de z(M) 
(resp. z(A4, D)) dans Drap(k’+ ’ ) x Drap(kr+ ‘), que l’on designe par la 
M-variete de Schubert universelle (resp. (M, D)-variete de Schubert univer- 
seile ). 
2. UN MODULE LISSE BIRATIONNEL D'UNE VAR&T~ DE SCHUBERT Z(M, D) 
La preuve du theoreme de caracterisation du lieu singulier de z(A4, D) 
depend de la construction d’un modele lisse Conf(A(M), D) de z(M, D). 
En fait cette construction est un cas particuher d’une construction univer- 
selle donnant des modeles lisses birationnels pour les varietes de Schubert 
des groupes reductifs (confer [CC] ). 
Un immeuble Z est muni d’une relation d’ordre notee par c et de la 
relation d’incidence suivante: “on dit que F et F’ e 1 sont incidents s’il existe 
une chambre C de Z telle que F, F’ cz C.” On note typ Z le simpfexe des 
types de Z (cf. lot. cit.) et Z .+ typ Z l’application qui associe a chaque facette 
F de Z son type f(F). 
On entend par graphe un ensemble E muni dune relation R. On appehe 
sowmets les elements de E et arcs ceux de R c E x E. 
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On appelle gr&e ~JJZI~ (resp. gruZ+re Zwz&+) un couple (E, f) (resp. 
(E, ZI)) forme dun graphe E et dune application: 
E&O (resp. E % N ) 
ou 0 denote le simplexe typ Z dun immeuble Z. On defmit de man&e 
evidente une applicationf: E + D de graphes (resp. graphes types, graphes 
pond&s) (cf. [CC]). 
Soient E et D des graphes (resp. graphes types, graphes ponder&). On 
designe par D-contiguration (resp. typee, ponderee) de E la donnee dune 
application: 
de graphes (resp. graphes types, graphes ponder&). On denote par: 
Conf(D, E) l’ensemble des D-configurations de E (resp. typees, pond&es). 
EXEMPLE (2.1). (a) Le couple (Z, typ Z) constitue d’un immeuble Z 
muni de la relation d’incidence detinie plus haut et de l’application 
Z+ typ Z, est un graphe type. 
(b) Soit: g=($c.r-,z ... c Q I &) une galerie generalisee de 
type Z (cf. [CC]); soit E(g) le graphe dont l’ensemble des sommets est 
donne par: 
1 4, .Y r- 1, ..., SOY 4) 
et l’ensemble des arcs donnes par les couples d’elements de E(g) x E(g) 
don& respectivement par: 
1 $, Ll}, {.L 1, c I}, . ..? {$h 4. 
L’application evidente E(g) + typ Z fait de E(g) un graphe type. L’ensem- 
ble Conf(E( g), Z) est egal a l’ensemble des galeries generalisees de Z au- 
dessus de g (cf. [CC]). 
(c) Soit p: p(Zr+ ,) -+ N don&e par p(H) = [ZZ[. L’ensemble p(Zr+ ,) 
muni de la relation d’inclusion entre parties et de l’application p est un 
graphe ponder&. L’ensemble Grass(Zr + , ) c p(Zr + , ) est un graphe pond& 
avec la structure induite. On a une application 
Grass(Z?+ I) -5 Typ 
don&e par l(D) = (p(H)) qui fait de Grass(Zr+ I) un graphe type, et une 
application de graphes types Grass(Zr+ I) -+ Drap(Zt+ I). 
Soit k un corps et soit G un k-groupe reductif epingle (cf. [DG]). Soit 
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A(G, k) l’immeuble de Tits de G donne par les k-parabohques de G. On 
note par A l’appartement de LI(G, k) donne par le tore maximal T de G; 
par typ ,4 le simplexe des types de ,4 que l’on identifie a type .4(G, k). 
DEFINITION (2.2). Soit E +’ typ A un graphe type fmi, on designe par 
le k-sous-schema (ferme) du produit dont les sections (Pi)icL- au-dessus 
dun k-schema S verifient: “pour tout arc (& j) de E on a que Pi n Pj est un 
parabolique de Gs”. Soient E’ c E une partie non-vide 
Pi: n Par&G) -+ n Par,,,,(G) 
1 E E [GE 
la projection naturelle, et .x~ une section de njeE. ParIt,)( On denote 
par Conf( E, G)YF la libre en X~ de la restriction pF 1 Conf( E, G). 
On appelle k-varibtk & ecmjigurutiom toute k-variete V, k-isomorphe a 
une k-variete Conf(E, G).Xt,, comme ci-dessus. 
Avec les notations de 61, on se propose maintenant de construire pour 
tout A4e PosreltT,Fj et tout drapeau Ll c Drap,,,(kr’ I), une k-variete de 
contigurations Conf(A(M), II) lisse qui soit une resolution birationnelle 
equivariante de singularites de Z(M, D) au sens de [CC]. Soit 
ME Posrel n IV (‘+ ” x (’ + ’ ‘. Soit LI (M) le graphe pond&e donne par l’en- 
semble [l, /+ 1] x [l, L+ l]cN x N muni de la relation R detinie par 
“((n, v), (e’, v’)) l R si (n - n’, v - v’) E { (1, O), (0, I)},” et de ia ponderation 
A(M) +p N definie par p(a, /I) = wrXfl. 
DI~FINITION (2.3). Soit E -+p N un graphe pond&e fini tef que 
p(E) c { 0, 1, . . . . r + 1 }. On de&it 
Conf(E, kr+‘) cj n Grasst,Jkr+ ‘) 
IEE 
(ou l’on pose GrassO(k’+ ‘) = Spec k) comme la k-sous-variete (resp. le 
k-sous-schema) caracterise par “une section ( Vj)jeE de nisE Grass&k’+ ‘) 
au-dessus d’un k-schema S est une section de Conf(E, kr+ ‘), si pour tout 
arc (i,j) de E on a que V, et Vi sont incidents, i.e., si l’on a soit V, c V,, ou 
soit V, c V*” 
Remarque (2.4). Une k-variete Conf(E, kr+ ‘) detinie comme ci-dessus 
est une k-variete de contigurations. En effet, soit E’ le graphe type detini 
par: E’ = E/p-‘(O), R’ = R 1 E’, et E +’ Typ donne par l(i) = (p(i)). On a 
alors un k-isomorphisme evident Conf(E, kr+ ‘) z Conf(E’, CL, + j(k) 1. 
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Etant donne MG Posrel on lui associe alors une k-variete de con- 
ligurations 
Conf(A(A4)) =Conf(A(h4), kr+ I). 
Notons que l’on a les deux morphismes naturels suivants: 
Conf(A(M)) -+ Drap,Jk’+‘) (2.5) 
et 
Conf(A(M)) .+ Drap&k’+i). (2.5)bis 
Soit D une section de Drap(k’+‘). 0 n note par Conf(A(A4), D) la Iibre 
de (2.5) en D. 
LEMME (2.6). Les k-morphismes (2.5) et (2.5)bis sont lisses. 
Preuve. 11 sufftt de prouver que pour tout k-schema S et toute section D 
de Drap,Jkr+‘)s la libre Conf(A(A4), D) est un S-schema lisse. Montrons 
comment Conf(A(A4), D) se devisse en une suite de Iibrations localement 
triviales, chacune au-dessus d’une base S-lisse et a Iibres S-lisses. 
On ordonne l’ensemble produit 11, 1 + 11 x 11, A + 11 avec l’ordre 
lexicographique < defini par l’ordre nature1 de [l, l+ 11 et l’ordre oppose 
a l’ordre natural de 11, A+ 11. Notons par LI(A~)~~,~~~ A(A4) le graphe 
pondere donne par l’ensemble {(a’, /I’) 1 (a, /I) < (u’, fl’) < (l+ 1, 1 )}, la 
relation et la ponderation induites par celles de A(M). Si (a, /I) < (a’, fl’) 
avec a, a’ < 1, le k-morphisme nature1 entre les D-libres: 
est en fait une fibration localement triviale a fibres lisses. En effet dans le 
cas oii (a, /I) et (a’, /I’) sont successifs pour < on veriIie facilement que (*) 
est une libration localement triviale, et que ses libres sont isomorphes a des 
S-grassmannienes don&es par des 6&-modules localement Iibres de type 
Imi. Comme on a par definition 
Conf(A(M, kr+ l)D = Conf(A(W, D), 
la propriete de (*) d’etre une libration localement triviale a fibres lisses 
entraine que Conf(A(A4), D) est S-lisse. C.Q.F.D. 
Soit 
U(M) c Conf(A(M)) (2.7) 
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l’waert dont les sections ( Vwfl)((a, /I) e A(M)) au-dessus d’un k-schema X 
sont celles veritiant les conditions: 
(i) quelque soit (fx, fl) E A(M) on a que Ul? l/V,+ Ip n Vzj.+, est un 
0x-module localement libre, 
(ii) wd~,+ ~pn v*i+ 11 =Tp. 
Le devissage de Conf(,4(M)) donne dans la preuve du lemme (2.6) per- 
met de prouver que Conf(A(A4)) est un k-schema connexe a fortiori que 
G+(M) = Conf(A(M)), 0.8) 
oti U(M) denote l’adherence de Zariski de U(M). Les morphismes (2.5) et 
(2.5)bis donnent lieu a un k-morphisme projectif 
Conf(A(A4)) -+ Drap,Jkr+‘) x DrapF(kr+‘). (2.9) 
Prouvons que (2.9) se factorise a travers l’immersion fermee: F(M) 5 
Drap,,,(kr+ ‘) x DrapJk’+ ‘). En effet la restriction de (2.9) A U(M) etablit 
un k-isomorphisme U( A4) 3 z(M) dont le k-isomorphisme inverse 
f3: Z(M)% U(M) fait correspondre a la section (D’, Dl, 
(D = Fl CI ... CI FJ, D’= (El c ... cE~)) la section CC n &A 
((cz, fi) e A(M)) de U(M). L’egalite (2.8) permet de conclure que l’image de 
(2.9) est egale a z(M). 11 en resulte que l’on a un k-morphisme birationnel 
et projectif 
Conf(A(M)) -+ z(M). (2.10) 
Remurque (2.11). On verifie que la restriction de ce morphisme a 
l’ouvert de lissite z(M) n’est pas toujours un k-isomorphisme. Cela justifie 
la terminologie resolution birationnelle de singularites de r(M) pour 
designer Conf(A( M)) donnee dans [CC]. 
3. ESPACE TANGENT DE ZARISKI EN UN k-POINT 
.& UNE k-VARIfiTfi DE CONFIGURATIONS 
On donne par la suite: (a) une description de l’espace tangent de Zariski 
T(X)y A une k-varikt6 de configuration X en un k-point x, (b) la construction 
d’une base de T(X)-y sous certaines hypothGses sur x. 
DEFINITION (3.1). Soient s un schema, X un s-foncteur, Zs = 
Spec(Q@ .40s), e2 = 0 (le spectre de lu LQs-algSbre des nombres duaux). On 
pose 
Tx,S = HomJ Is, X). 
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TX,s est un A’-foncteur (i.e., il existe un morphisme nature1 TX,s + X de S- 
foncteurs) que l’on appelle libre tangent a A’ au-dessus de S. 
Soit ZJ l X(S) une section de X au-dessus de S. On note par L’$,S, le 
S-foncteur obtenu a partier du X-foncteur T X,s, par image reciproque par 
le S-morphisme (qui est une S-section) S -+U A’. On a alors le diagramme 
cartesien de S-foncteurs suivant 
S --!k x. 
(3.2) 
Soit S= Spec(k), k un corps, et soit X un k-schema. On p0s.e 
7lW= Tx,s (3.3) 
(resp. T(X).v = L&s(x), oti x denote un k-point de A’). 
On a alors que T(X)X est egal a l’espace tangent habitue1 si X est une 
k-variete lisse, et egal a l’espace tangent de Zariski en general. 
Etant donne un S-morphisme Xjrn Y on note T(m) = TX,S + Ty,S le 
morphisme induit par m entre les tibres tangents respectifs. Soient 
m: A’+ Y un k-morphisme de k-schemas, x un k-point de X et y = m(x). 
On note 
Wnl.r : W% -, Tt J’l.” (d$f&entielle de m en x) (3.4) 
l’application k-lineaire induite par m; i.e., T(m).r = i la libre en x de 
T(m): T(X) + T(Y). 
Soit k un corps et soit G un k-groupe reductif epingle (cf. [DG] ). On 
note par A(G, k) l’immeuble de Tits de G, par A l’appartement donne par 
le tore maximal T de G, par C0 la chambre donnee par le sous-groupe de 
Bore1 B de G. Soit R le systeme de racines de G par rapport a T. Soit 
Lie(G)=g=d@ LI ga 
UZZR 
la decomposition de 9 donnee par faction adjointe de T (cf. [DG]). Soit 
{xdasR la base de LI ~~ R @ 9’ don&e par l’epinglage de G, telle que 
pa = (Xa)(a E R). 
Soit Par(G) (resp. Par,(G)) la k-variete des paraboliques de G (resp. de 
type 0 
PROPOSITION (3.5). Avec les notations ci-dessus, soit x le k-point de 
Par(G) don& par le k-parabolique P c G. On a alors un k-isomorphisme 
canonique 
Lie( G)/Lie( P) 3 T( Par( G))X. 
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(La fleche fait correspondre a un element y de Lie(G) = ,5&(k), la section 
p = JJPJJ-’ de Par(G) au-dessus de Z,& s = Spec (k)) qui peut etre vue 
comme un element de 
(p est un parabobque de G,s qui se reduit A P 21 “l’origine” de Zs).) 
Soit (f, f’) E typ A x typ .4. On a alors un k-morphisme 
Par,“,.(G) -+ Par,(G) x Par<,(G) 
faisant correspondre a un parabolique Q de type t n t’ le couple (P, P’) de 
paraboliques (respectivement de types i et 1’ qui contiennent Q). L’image 
de cette immersion peut s’interpreter de facon evidente comme une 
k-variete de configurations. 
PROPOSITION (3.6). Soit G (resp. k) comme dans (3.5). Soit Q c G un 
k-parabolique de type t u t’, P (resp. PI) le k-parabolique de type t (resp. t’) 
qui contiem Q. soif x (resp. (x’, 2)) fe k-poim de Par,“,(G) (resp. 
Par,(G) x ParJG)) determine par Q (resp. (P, P’)). Sous ces hypotheses on 
a que /‘image du k-homomorphisme canonique. 
Lie(G)/Lie(Q)s 7’(PartU,(G))V+ T(Parr(G)).T, x T(Par,(G)).Y,, 
z (Lie( G)/Lie( P)) x (Lie( G)/Lie( P’)) 
(dent les composantes sent don&es respectivement par les homomorphismes 
canoniques Lie(G)/Lie( Q) + Lie( G)/Lie( P), Lie( G)/Lie( Q) -+ 
Lie(G)/Lie( PI)), est egale au noyau K de la double j7eche 
(Lie(G)/Lie(P)) x (Lie(G)/Lie(P’)) 3 Lie(G)/Lie(P))+ Lie(P’). 
Preuve. 11 n’y a pas de perte de generame A supposer que TC Q, oti T 
designe le tore maximal de G. Soit R le systeme de racines de G par rapport 
zi T, on pose 
Ro (resp. Rp, Rr,)= racines de Q (resp. P, P’) par rapport A T. 
Gr2ce a l’epinglage de G on peut refever le k-vectoriel 
Lie(G)/Lie(Q) ( resp. Lie( G)/Lie( P), Lie(G)/Lie( P’ )) 
a un k-sous-espace de Lie(G), (remarquer que si TC G’ c G, G’ etant 
un sous-groupe de G, fa suite exacte O+ Lie(G’) -+ Lie(G) + 
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Lie(G)/Lie(G’) -+ 0 est scindee grace a l’epinglage de G), de man&e A ce 
que l’ensemble 
P&LR,R e O--p KLRiRp3 NJx~R,Rpr~ 
soit une base du sous-espace releve. 
D’autre part on a les egahtes de sous-ensembles de R suivantes: 
R~R~=R~R~nR~=R~~R~uR~,)vR~~~R~nR~~)vR~,l~R~nR~~), (*) 
(noter que RQ=RpnRp). 
On pose 
B= W Was~p,~p GL Wmp~,~p UL &LR,~R~w,~ 
On a alors que B s’identifie a une partie du 
releve(Lie(G)/Lie(P)) x releve(Lie(G)/Lie(~‘)). 
D’apres les egalites (*), B est egal a l’image de la base {XE}aE R,RQ du 
“releve de Lie( G)/Lie( Q” par le k-homomorphisme releve(Lie( G)/ 
Lie(Q)) + releve(Lie(G)/Lie(P)) x releve( Lie( G)/Lie(P’)). 11 est immediat 
que B est un sous-ensemble lineairement independant du noyau K de la 
double f&he: releve(Lie(G)/Lie(P)) x releve( Lie( G)/Lie( P’) ) =I Lie(G)/ 
Lie(P) + Lie(Y). Prouvons que B est une base de K. Soit 
Le releve de l’image de X par la premiere (resp. deuxieme) f&he est 
egale a 
1 ML2 
C 
resp. 1 c~X~ . 
cc-z R/(Rpu RF) u~R/RpuRy) 1 
La condition XE K entrame les egalites suivantes: 
On peut alors ecrire 
X= Ix 4~*0)+ 1 c:w, Xd+ 1 dJ-m XJ> 
cscRp/RpnRp a G Rp/Rp n Rp a~ R/(Rpu RF) 
ce qui prouve bien que X appartient au sous-espace engendre par B, et a 
fortiori que X appartient “au releve” de l’image de T(ParrUtS(G))x + 
T(Par,(G))~Y, x 7’(Par,(G))-Y,S. C.Q.F.D. 
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Soit E +’ typ A, un graphe typk iini, soit E’ c E une partie non-vide de 
E. Etant don&e une E-configuration typ&e q: E + A(G), i.e., avec les 
notations de §2 un klkment q de Conf(E, A(G)), on lui associe un k-point 
(P,)icE (avec P, = Pf, oti F, = q(i)) du produit njsE Par,czJG). D’autre 
part, on a que Fj est incidente A Fl pour tout arc (i, j) de E done que 
Phi n PF, est un parabolique de G. D’oti il r&ulte que (P,)ie fi est une sec- 
tion de la k-vari& de configurations Conf(E, G). 
On a alors une appiication: 
6’: Conf(E, A(G)) + Conf(E, G)(k) (3.7) 
dktinie par d’(q)= (P,),eE. 11 r&Ate des dktinitions, que dE est une 
apphcation bijective de i’ensemble des E-configurations typbes de A(G, k) 
dans l’ensemble Conf( E, G)(k) des k-points de Conf(E, G). 
Supposons maintenant que l’on se donne aussi un ensemble de facettes 
(F,),CE, index6 par E’ et q eConf(E, A(G, k)) au-dessus de (F,),e6., i.e., 
q(j) = Fi pour tout je E’. 11 est immkdiat que ?iE(q) est un k-point de 
Conf(E, G).YbY (cf. (2.2)), oti .Q d&.igne le k-point (Pj)jer du produit 
dklini par Pi = PF,, oti F, = q(j). 
Soit a l’ensemble des arcs de E. fitant donnks i,je E soit pU la projection 
canonique de n,s b- Par&G) sur Par,,;,(G) x Par,(,,(G). On a alors 
l’&galit&: 
Conf(E, G)= fi p,~‘(Par,~~~“~~~~(G)). 
Ii, j)e n 
(3.8) 
11 r&.ulte facilement de (3.6) et (3.8) la suivante 
PROPOSITION (3.9). Soit 9 g Conf(E, A(G, k)) (resp. cp E Conf( E, 
A(G, k)) au-dessus de (Fj),e r). Soit Kq le k-espace vectoriel d+ni par le 
diagramme exact de k4omomorphismes suivant: 
0 -+ Kw -+ n Lie(G)/Lie( Pi ) =! fl Lie(G)/(Lie(P,) + Lie(P,)). 
iEl5 C i. I ) s cz 
On ident$e T(nis E Par,,,,(G)) aver flie b. Lie(G)/Lie(P;) (cJ (3.5)). &I a 
alors les &gal&% subantes: 
T(Conf(E, G))a~tw, = & 
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DJ~FINITION (3.10). Soit q eConf(E, A(G, k)) tel que q(E)cA. Etant 
donne FE ,4 soit RFc R l’ensemble des racines du parabolique PF 
correspondant a F, par rapport a T c PF. Soit Es le graphe type obtenu en 
“symetrisant” la relation de E. Soit a.’ l’ensemble des arcs de ES. On pose: 
et on definit une relation d’equivalence - sur E(q) par “(i, a) - (?, N’) si 
rx = U’ et s’il existe une suite d’elements de F: i = iO, iI, . . . . in = i’, telle que: 
PROPOSITION (3.11). Soit q E Conf(E, A(G, k)) td que q(E) c A Soit 
Xw, pour % E B(q), l’element A k-espuce uectorieZ produit nieE Lie(G)/ 
Lie(Pi) dont la it+me composante est t!gale 2 l’image de XM E Lie(G) par 
Lie(G) + Lie(G)/Lie(P;) si (& a) e%, et t!gaZe h 0 si (i, a)$%?. 
On a alors: (a) l’ensemble {Xw}wGBt+,, est lint!airement indt?pendant; 
@I w6Lwqd est une base du k-sous-espace T(Conf)(E, G))&E~~~ = &, de 
lJie E Lie(G)/Lie( Pi). 
Preuue. Soit (i, a) E E(q). On note par 
X,i, *, E n Lie( G)/Lie( P;) 
jGE 
le vecteur ayant la i&me composante egale a l’image de Xm par 
Lie(G) + Lie(G)/Lie( Pi), et les autres nulles. 
rhs.dk {~(i,cx)l(i,x)e E(~) est une base du produit nie E Lie(G)/Lie(Pj). 
Etant don& %7 E E!(q), par definition de Xw on a 
xw= x J-(&a). 
(i, ct)eW 
Dou il resulte que {Xw}w,BcVI est un ensemble liniairement indkpendant 
car les --classes 97 de lE(q) sont deux a deux disjointes. On a aussi 
{~wlws iww~ = 6. En effet, il suftit de veritier que pour tout (i,j) E u on a 
que Xw (Q? E B(q)) est un element du noyau de la double t&he 
n Lie(G)/Lie(Pk) =! Lie( G)/Lie( Pi) + Lie( Pj). 
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Soit W e IF!(q) telle que: “V n {i} x R/Rfi-, = @ et V n {j} x R/R4 = @.” 
Alors la ierne et la jeme composantes de Xw sont nulles, a fortiori la pro- 
jection de Xw par premiere fleche est egale a la projection de XK par la 
deuxieme fleche. Soit %‘c El(q) telle que: ‘V n {i} x R/RF-,= {(i, a)} et 
Vn{j}~R/R~,={(j,ci)~.” 0 n a alors que la projection de XV par la 
premiere (resp. deuxieme) fleche est egale a celle de Xx par Lie(G) + 
Lie(G)/Lie(pj)+Lie(Pj). Soit %?cB(q) telle que: “%‘n {i} x R/RF,= {(i, a)} 
et V n {j} x R/RF, = a.” Dans ce cas on a a e Rf;. 11 en resulte que les deux 
projections de Xw sont alors nulles. Prouvons que tout vecteur 
appartient au k-sous-espace engendre par {X% }% l B,wj. 11 suftit pour cefa 
de vernier que u(~,~, = u(.,%) lorsque (i, j) E cz et u E R/(RF, n RF,). Soit 
Xj,( (i, j) e a,) l’image de X par la projection canonique 
n Lie( G)/Lie( Pk) + Lie( G)/Lie( Pi) + Lie(P,). 
ke.5 
L’hypothese XE Kq donne que X0 appartient au noyau N de la double 
f&he: 
Lie(G)/Lie(pi) x Lie(G)/Lie(Pj) + Lie(G)/Lie(Pj) + Lie(p!). 
Notons Xx (resp. Xi) l’image de X=, pour cx E R, par 
Lie(G) -+ Lie( G)/Lie( Pi) (resp. Lie( G)/Lie(I’,)). 
11 resulte de la preuve de (3.6) que l’ensemble 
{KA X)1 ~~R~,/(R~,~R~,)u {(X~,O)}~~R~,,,~~,~R~,,U {(~,X~)}~~R,,R~,“R~,, 
est une base de N. En ecrivant XV comme combinaison lineaire de cette 
base il resulte que u,~,~, = u,~,~, pour OI E R/(RF, u R4), done (i, a) w (j, a), 
(i,j)Ea entraine~,~,~,=u~~.~,. C.Q.F.D. 
De (3.11) il resulte facilement la 
PROPOSITION (3.12). Soit cp c Conf(K A(G, k)) uu-dessus de (Fj)jsET.. 
Soit 
est une base de T(Conf( E, G) ~~ )8qq,. 
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4. ESPACE TANGENT DE ZARISKI EN UN /Z-POINT DE Conf(A(M),ZI) 
On reprend dans ce numero les notations introduites dans les numeros 
precedents. Soit q l Conf(E, A(G, k)) au-dessus de (Fj)jcr tel que 
q(E) c A. Soit ZI; la projection canonique de ZZieE Par&G) sur Par&G). 
On interprete rci = T(pi)6~cVI (cf. (3.4)) comme la projection nisELie(G)/ 
Lie(pi) + Lie(G)/Lie(Pj), ou Pi= PEs et q(i) = Fi. Pour tout 97~ B(q) (cf. 
(3.10)) on a la formule suivante: 
si %‘n({i} x R/RF,)= {(i, a)} 
si %?n({i]~RjR~,)=@, (4.1) 
oti AT= est egal a l’image de Xa par 
Lie(G) + Lie(G)/Lie( PO. 
Soit Me Posrelte,FI. Soit A’(M) le graphe type associe a A( A4) tel que 
Conf(A(M), p(Zr+ ,)) = Conf(A’(M), Drap(Zr+ r)) (cf. (2.4)). Soit 
D=(.I,c ... ~J~)eDrap,JZ~+r). Posons E=A’(M), E’= {(Z+l, l),..., 
tl+ 191)1 et t<ljs E = CJph+ 1,~)~ E,. Le but de ce numkro est la dkter- 
mination pour tout (a, fl)~A’(kf) de f’image de {Xw}w6B~p,~5j,6~l (cf. 3.12) 
par rrtz.flj (cf. la proposition (4.7)). 
D~FJNITION (4.2). Soit E un graphe et soit a. l’ensemble des arcs de E. 
On designe par chemin (d’extremites iO et i,,) de E une suite de sommets 
de E 
y = (iO, il, . . . . in) @eNI 
telle que l’on a: soit (iv, iV + , )15a,, soit (iV+l, iV)Ea, pour tout 1 <v<n. 
On note Ch(E) l’ensemble des chemins de E. Soit E’ c E une partie non- 
vide de E, soit iE E, on note par Ch(E’, i) l’ensemble des chemins 
y = (iO, . . . . i,,) de E tels que iOeE’ et in = i, c’est-a-dire dont une extremite 
appartient a Z? et l’autre est egale a i. 
Soit q comme au debut du numero. On pose 
et 
Cl(E’)= %~B(q)l%n (4.3) 
Etant donne y E Ch(E) on pose: 
(4.4) 
(4.5) 
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comme une categoric, a savoir: la categoric donnee par la structrure d’or- 
dre de A (resp. de +I( Zr + , )). On dit qu’un carre (de morphismes) de A 
On designe (cz, /I) et (u’, fi’) par les extr~mitks du carre (6.1). Soit 
9: A + n(Zr+ ,) une A-conliguration. On dit que le currk (6.1) est q-exuct, si 
le carre de n(Zr+ ,) image de (6.1) par Q est cartesien et co-artesien, c’est-a- 
dire, si l’on a 
PROPOSITION (6.2). Soit CP: A -+ P(Z~+ ,) une ,4-configuration pondbrie de 
Z ~ + , . Soient (a, /I), (a’, fl’) E A teZs que (a, /?) < (a’, /I’)), on suppose que pour 
tout (a#, fl”) C A tel que (a, /?) < (a”, p”) < (a” + 1, fl” + 1) < (a’, p’) le currk 
Sextrgmitks (a”, /I”) et (a’ + 1, /I” + 1) est q-exact. On a alors que le car& 
d’extrCmit&s (a, /?) et (a’, /I’) est q-exact. 
La preuve de (6.2) est facile et s’effectue par recurrence a partir de l’ordre 
lexicographique Go de A. Pour plus de details on refere a [CC]. 
DEFINITION (6.3). On pose A4= (nrbE), oti 1 </?<A+ I, 1 <a<l+ 1. 
On dit que le carre cartesien et co-cartesien de A d’extremites (a, fi) et 
(a’, b’) est un M-cycle si l’on a l’egalite: 
11 resulte facilement a partir de la detinition (6.3) par recurrence a partir de 
< l.. la suivante: 
607:7l j2.6 
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Preuue de (i). Soit Ch’= Ch(Ai”‘(a, /?), I?(/?), (cz, j?- 1)) (resp. 
Ch” = Ch(Ainf(a, fl), E’(b), (a + 1, /I))) le sous-ensemble de Ch(Ainf(a, b)) 
forme des chemins ayant une extremite dans E’(/3) et l’autre extremite egale 
a (E, /? - 1) (resp. (a + 1, p)). 11 est clair que ran a lYnclusion suivante: 
Ch(Ai”‘(a, b- l), I?(/?-- l), (a, p- 1))cCh (*I 
(resp. (**) ch(Ai”‘(a + 1, /?), I?(/?), (a + 1, b)) c Ch”). D’apres (423) et (4.6) 
on a les egalites 
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D’ou il resulte que 
Preuue de (ii). Pro&dons par recurrence sur /I. La formule est 
facilement verifiable pour fl= 1. Dans ce cas elle resulte de (i). Supposons 
maintenant que fi > 1, on peut ecrire alors (hypothese recursive): 
car on a Hzo,c HxD-, et HxDp, c Hzfi. 
Compte tenu de cette remarque il suftit maintenant de substituer 
iV((a, /? - l), q) par le deuxieme membre de (*) dans N( (a, /I), q) = 
(H~~xZ~+,/H~~)n(~((a+ 1, bl, v)uNct, b- I), ~11 pm awir h for- 
mule de la proposition, car N((u + 1, /?), q) c Hg + Ip x ZF+ ,/H%+ ,o. 
C.Q.F.D. 
Preuue de (4.7). Pro&dons par recurrence descendante selon le schema 
suivant. Supposons la formula de (4.7) prouvee pour tout (a’, fi’) E A(M) 
tel que E + 1 < ci’ < 1, et prouvons la ensuite pour tout (a, /I), 1 < Z3 < 2 + 1. 
Ca.s ~ti a = 1. La formule (ii) de (4.9) donne pour a = I (H,+ ,@ = .ZD 
(1 <f?<A)): 
~((f,~),~)=(H,~xZ~+~/H,~)n(H,~xZ,+,/~~u ... uH,~xZ~+,/J,L 
vu que N(Z+l,j?)=.Z~xZ~+,/J~. 
Pussuge de a + 1 d a. Etant donne (a, p) E A(M) avec a < 1 on pose, 
pour les besoins de la preuve, 
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pour 1 < j?’ < p. Par (*) on a aussi l’kgalitk suivante: 
car 1 < p’ < /I. 
On a alors pour tout 1 </I’</?: 
Cc= ffzpr x 4 + l If& + lDr = fL + w PC 4 + l I% + ~1. 
La proposition (4.9)(ii) donne alors A partir de (**) les kgalitks suivan- 
tes: 
LIEU SINGULIER DES VARlkTkS DE SCHUBERT 207 
Ce qui prouve (4.7) pour tout (H, /?) E A(M). C.Q.F.D. 
5. UNE PROPRIETY DES FIBRES COMBINATOIRES DE Conf(,4(M))+E(M) 
Soient &I= (wzMB) E PosreltT,Gj ((fl= (wzr, . . . . wrA), c = (n,, . . . . n,)), A(M) le 
graphe pond&e donne par A4, Conf(A(A4)) la k-variete de configurations 
detinie par A(M) (cf. (2.3)), A‘(M) le graphe type donne par A4 (cf. (2.4)). 
DI~FINITION (5.1). Soit (D, D’) E Drap(Z?+ r) x Drap(Zp+ ,), ou D = 
(J, c ... ~J~)et D’=(H, c ... CIH,). Ondit quev6Conf(A(M), +1(1~+~)) 
est subordonnke uu couple (D, D’) si: “V(ct, /?)E A(M) on a ~(a, /?) c 
Hx n J,;‘. 
On note par Conf( A(M), D, D’) l’ensemble des A(M)-configurations 
pond&es subordonnees a (D, D’). On appelle fibre combinatoire en 
(D, D’) de Conf(A(M)) + Drap,Jk’+‘) x Drap,,(kr+ ‘) l’image par 
CT? ,,tMj: Conf(A(M), p(Zr+ ,)) -+ Conf(A(M))(k) de Conf(A(M), D, D’). 
On pose 
et 
tJ,t+,=ff,+,=Zr+,h 
Le but de ce numero est de prouver la 
PROPOSITION (5.3). Avec les notations ci-dessus on a la formule suivante: 
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On denote < L l’ordre lexicographique de A(M) induit par celui de N x N, 
dont l’ensemble des sommets de A(M) (= { 1, . . . . Z+ 1 } x { 1, . . . . A+ 1}) est 
une partie. On pose 
On munit A [N, /I] c A(M) de la structure de graphe pond&e induite par 
celle de A(M). Soit E c A(M) une partie non-vide munie de la structure de 
graphe pond&-e, on dit que q E Conf( E, p(Zr + , )) est surbordonnee a 
(D, D’) si “V(a, /?) E E, ~(a, /I) c Ha n Jp” L’ensemble PosrelcF.FJ c 
NC’+ ‘jx(‘+ ‘) est ordonne par l’ordre produit <. (Cet ordre correspond avec 
l’ordre de Bruhat par (1.7).) On denote l’ensemble des Ed l Conf(E, n(Zr+ I) 
subordonnees a (D, D’) par Conf(E, D, D’). 
LEMME (5.5). Soient 0 < a, b, c, d des entiers satisfaisant l’i&gafit& 
b + c - a < d. On se donne un diagramme d’inclusions entre parties d’un 
ensemble I: 
B’ - D’ 
I I 
A’- C’ 
On suppose que a</A’[ (resp. b<[B’[, c<iC’i, d</D’[). Soient A, B, C 
des parties respectivement de A’, B’, C’ telles que A c B, C et IAl = a (resp. 
1 Bl = b, 1 Cl = c). Auec ces hypothses on a 
(i) I1 existe une partie D de D’ telle que IDi = d et B, Cc D. 
(ii) L partie D et D’ vkrfiant la condition de (i) est unique seulement: 
si 1 B u Cl = d ou bien si 1 D‘] = d. 
(iii) Soit 9 c p(D’) l’ensemble des parties D de D’ vh$ant la con- 
dition de (i). On suppose que “I Bu Cl <d et 1 D’l > d.” On a alors 
~D~~D=Buc (cf. [CC]). 
Etant donnes (a’, /3’), (a, /?) E A(M) tels que (~4, /3’) GL (N, p) et 
q’e Conf(A[a’, /I’], D, D’) on denote par ConfJA[@, /3], D, D’) l’ensem- 
ble des q E Conf(A [a, /I], D, D’) dont l’image par Conf(A( [a, /I], D, D’) + 
Conf(A[@‘, /?‘I, D, D’) soit Ed’. 
PROPOSITION (5.6). Soit Me PosrelcT,9j c N(a+l)x(‘+l). Soit (D, D’)e 
DwJ~r + l 1 x DvJJ, + l 1. L ‘ensemble Conf(A(M), D, D’) est non-vide si et 
seulement si M < M(D, D’) (cj ( 1.2)). 
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Preuve. On pro&de par recurrence par rapport a l’ordre complet de 
A(M) donne par Go, On construit de proche en proche un suite: v,~ E 
~~~~~~~~,~l,~~~~+~~~,...,~/+lj.+l~~~~~~~~~+~,~+~l~~~~~+~~~~~~q~~ 
(i) V(E, ,!I)eA(M), qxP est subordonne a (D, D’); 
(ii) si (M, /I) < (a’, p’) l’image de qa,P, par 
CoNALa’, PI, PK+ ,N + Co&W3 PI, I%+ d 
La possibilite de reahser cette construction resulte de (5.5). C.Q.F.D. 
COROLLAIRE (5.7) (de la preuve de (5.6)). Avec les mbnes hypothbes 
que dans (5.6), pour tout p’ G Conf(A [E, /I], D, D‘) ii existe CJJ e Conf(A(M), 
D, D’) tel que CJI’ soit l’image de q~ par Conf(A(M), D, D’) + 
Conf(A[a, /?I, D, D’). 
Remarque (5.8). Soit (Aj)je,, une famille tinie de parties d’un ensemble 
Z, soit B c Z. On a alors 
n (Aiu&= fi Ai uB. 
, c .4 c 1 ;E A 
On pose quelque soit (E, /?) appartenant a A(M): 
Un raisonnement par recurrence base sur (5.5) et sur (5.8) donne le 
LEMME (5.9). Avec les notations ci-dessus et celles de (5.3) on a 
(i) .Si (1, b)EA(M), 1 </I<A+ 1, on a alors 
(ii) Etant don& q~Conf(A[~, A+ 11, D, D’), soit ConfJA[m+ 1, /I], 
D, D’) ((a + 1, b) E A(M)) dkfini comme ci-dessus, on a alors 
n ~‘(a+l,~)=J~+~~u~(a,~). 
~‘EConfq~A[z+ l./?l,D,D’l 
Preuve de (5.3). Notons que 
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La preuve de cette affirmation resulte trivialement de (5.7). 11 suffit alors de 
prouver que 
On procede par recurrence grace a l’ordre < L. Pour tout 1~ /I < A+ 1 par 
(5.9) on a l’egalite 
qui prouve bien (*) pour tout (I, /I) E A(M). Supposons done la formule 
(*)prouveepourtout (x’,~‘)<(x+l,/?), l<a<Zet l</?<A+l. 
Les egalites suivantes achevent la preuve de (a): 
6. UNE PROPRIETY D'EXACTITUDE DES A(M)-CONFIGURATIONS 
PONDkRkES DE Ir+l 
On fixe ~~Posrel~~,“~~~~~+‘)x(/+*) et Yen pose A=A(A4) (d.fjl). 
Soit (R D’) E Drap,JZr+-,) x Drap,JI,+ r) tel que 
A4 < A4( D, D’). 
Ce numero est voue A la preuve dune “propriete d’exactitude,” confer 
(6.10), verifiee par les q E Conf(A, D, I)‘), necessaire a la preuve du critere 
de lissite pour un point d’une variete de Schubert. L’ensemble sous-jacent a 
A est ordonne par l’ordre produit 6. La relation qui definit le graphe A 
engendre < dans un sense evident. On peut regarder A (resp. n(Zr + r )) 
LIEU SINGULIER DES VARIkTkS DE SCHUBERT 211 
comme une categoric, a savoir: la categoric donnee par la structrure d’or- 
dre de A (resp. de p( Zr + , )). On dit qu’un carre (de morphismes) de A 
On designe (cz, /I) et (u’, fi’) par les extr~mitks du carre (6.1). Soit 
9: A + n(Zr+ ,) une A-conliguration. On dit que le currk (6.1) est q-exuct, si 
le carre de n(Zr+ ,) image de (6.1) par Q est cartesien et co-artesien, c’est-a- 
dire, si l’on a 
PROPOSITION (6.2). Soit q: A -+ P(Z~+ ,) une ,4-configuration pondbrie de 
Z ~ + , . Soient (a, /I), (a’, fl’) E A teZs que (a, /?) < (a’, /I’)), on suppose que pour 
tout (a#, fl”) C A tel que (a, /?) < (a”, p”) < (a” + 1, fl” + 1) < (a’, p’) le currk 
Sextrgmitks (a”, /I”) et (a’ + 1, /I” + 1) est q-exact. On a alors que le car& 
d’extrCmit&s (a, /?) et (a’, /I’) est q-exact. 
La preuve de (6.2) est facile et s’effectue par recurrence a partir de l’ordre 
lexicographique Go de A. Pour plus de details on refere a [CC]. 
DEFINITION (6.3). On pose A4= (nrbE), oti 1 </?<A+ I, 1 <a<l+ 1. 
On dit que le carre cartesien et co-cartesien de A d’extremites (a, fi) et 
(a’, b’) est un M-cycle si l’on a l’egalite: 
11 resulte facilement a partir de la detinition (6.3) par recurrence a partir de 
< l.. la suivante: 
607:7l j2.6 
212 CARLOS CONTOU-CARRl?RE 
PROPOSITION (6.4). Soient (a, /?), (u’, /I’) E A auec (CX, p) < (a’, /?‘). On 
suppose que pour tout (a”, p’)EA teZ que (a, j?) < (a”, /?“) < (an + 1, 
D” + 1 J < (a’, PI, 1 e carrk klkmentaire d’extrk?mitks (a”, /I?“) et (a” + 1, /?” + 1) 
est un M-cycle. On a alors que le car& SextrCmitki (a, /?) et (LX’, p’) est un 
M-cycle. 
Le lemme suivant est une consequence facile des definitions precedentes. 
LEMME (6.5). On suppose que 
(i) le car& de A d’extrCmitt?s (a, /I) et (a’, j?‘) est un M-cycle; 
(ii) (a, b) E F(A, D, D’) (c$ (5.2)). 
On a alors que pour toute q~ E Conf(A, D, D’) le carrk d’extrCmit& (u, j3) et 
(a’, p’) est q-exact. 
La proposition (6.4) et le lemme 6.5 entrakent la 
PROPOSITION (6.6). Soient (LX, /I), (ct’, j?‘) E A, on suppose que tout car& 
d’extrgmith (a”, /I”) et (a” + 1, /?” + 1) tel que (CC, p) < (CC, /Y) < 
(a” + 1, b” + I ) < (LX’, /I’) est un M-cycZe. On suppose que (IX, fl) E F(A, D, D’). 
On a alors que tout car& d’extrgmith (u, b) et (a’, b’) tel que (a, /I) < 
(a, b) G (a’, b’) < (a’, /Y) est q-exact quelque soit la A-configuration pond&e 
CP subordonnke 2 (D, D’). 
Remarque (6.7). S’il existe q E Conf(A, D, D’) telle que le carre 
d’extremites (a, p) et (a’, /?‘) soit q-exact, alors il est aussi un M-cycle. 
Soit A(a, /?) ((a, /?) E A) le graphe ponder+ dont l’ensemble des sommets 
est egal a {(a’, /?‘) E A 1 (a’, /I’) < (a, p) } et l’ensemble des arcs a 
R n (A(a, /?) x A(a, /I)), oti R denote l’ensemble des arcs de A 
DEFINITION (6.8). Soit XEZ~+, on denote par 
Confx(4a, L% D, D’l 
l’ensemble des .4(a, /?)-comigurations ponder&es q de Zr+ I subordonnees a 
(D, D’) telles que x $ q(a, fl). Soit 
Confz(A(a, /I), (D, D’)) c Conf(A, D, D’) 
l’image inverse de ConfJA(a, /?), D, D’) par l’application naturelle: 
Conf(A, D, D’) -P Conf(A(a, /3), D, D’). 
Remarque (6.9). On a que Conf!J(A(a, fi), D, D’)) # 0 si et seulement si 
x $ Rgb (cf. (5.2)bis). 
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~ROPoStTloN (6.10). Soient A, D, D’ comme uu dt!but du numho, 
F?)EA fe’ 
que ~~+L/?+~)$F~~,~,~‘~ (i.e., mp+lz+l~ 
z+,nJB+,l). On se donne XEZ~+, iel que x +! RzB et on suppose que le 
car& #extrCmitks (a, /?) et (a i- 1, fi + 1) est q-exact pour toute 
On a alors que le cart+ d’extr2mith (a, fi) et (a + 1, fl+ 1) est q-exact pour 
toute q E Conf(A, D, D’). 
Le reste du numero est consacre a la preuve de (6.10). On se sert pour 
cela de la proposition (6.2) et de la proposition (6.6). 
DEFINITION (6.11). On dit que (a, /?) E A est bon si (a, p) E F(A, D, D’). 
Soient x E Zr + , et (a, /?) E A tel que x $ nxD. On dit que le sommet est x-bon 
si 
“(a, /O E 8’tL D, W, 06 xeHU~Jfi et \HXnJfi/{x}\ =mPX.” 
Soit (a,/I)EA tel que l<a,b, notons par A(a-l,fi)uA(a,b-1) le 
graphe pond&e defini A partir de cet ensemble muni de la relation et la 
ponderation induites par celles de A. 
DEFINITION (6.12). Soit (a, j) G A tel que 1 < a, /?. On dit que 
q E Conf(A(a - 1, fi) u A(a, /I - l), D, D’) est une A(a, /I)-configurution uu 
sommet (a, fl) libre si “(a, PI $ FtA D, D’l a lqta, P - 11 u 
da - 1, PII <Q~.” 
Soit .xEZT+, tel que x $ nzD. On dit que q E Conf.JA(a - 1, fl) u 
A(a, /I - 1 ), D, D’) est une A( a, /T)-configuration au sommet (a, fl) x-libre si 
(a, fl) n’est pas x-bon et si en plus 
l~(a-l,~)u~(a,~-l~l<~~~~. 
Les lemmes suivants resultent facilement des detinitions (6.11) et (6.12). 
LEMME (6.13). (i) Soit (a, /~)EF(A, D, D’) ulors on a pour toute 
tp E Conf(A, D, D’): 
da, bl= Hs r~ JB. 
(ii) Soient xEIr+,, (a, fl) E A tel que x +! RXP; i.e., l’ensemble 
Conf.JA(a, b), D, D’) n’est pus uide. Soit (a’, /?‘) E A un sommet x-bon tel 
que (a’, /I’) < (a, /I). On u ulors pour toute q E Conf-:(A(a, fi), D, D’): 
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LEMME (6.14). (i) Soit q-~ une A(a, fi)-con$guration au sommet (a, j?) 
like. Pour tout y E Ha r~ Jfl il existe une A(E, /I)-configuration @ au-dessus de 
q (i.e., telle que l’image de q? par Conf(A(a, /I), D, D’) -+ Conf(A(a - 1, /I) u 
A(a, /?- l), D, D’) soit kgale L? q) de mani2re 2 ce que ye @(a, fl). 
(ii) Soit p une A(a, /?)-configuration au sommet (a, /I) x-libre. Pour 
tout y E HE n Jb tel que y #x il existe une A(&, /?)-configuration @ au-dessus 
de p telle que y E @(a, /?) (resp. x # @(a, j?)). 
Dans ie cas oti x$ He n Jp on a (6.10) trivialement (on a afors 
Conf.:(A(a, p), D, D’) = Conf(A, D, D’)). 
Les deux propositions qui suivent se prouvent facilement par l’absurde i 
partir des dkfinitions prkckdentes . 
PROPOSITION (6.15). Auec les hypotkses et les notations de (6.10), on 
suppose en plus que x E HE n Jfl. Soit 
/?(x)=inf{p’j~eH~+~nJ~~}-l 
(resp. a(x) = inf{a’ 1 XE Ha, n Jp+ ,} - 1). 
On suppose qu’il existe a(x) < a’ < a tel que (a’, j + I) E F(A, D, D’) (resp. et 
une A(a’, b + 1 )-configuration q au sommet (a’, j3 + 1) libre telle que 
q 1 A(a’, fi) E Conf.r(A(a’, /?), D, D’)). On a alors 
01 (a+LPl$F(AD,W, ~LW~~~‘<~; 
(ii) si 1 6 p(x) tout cart+ 8extrErnitk.7 (a, /I’) et (a + 1, /I’+ 1) auec 
/I?(X) < /I’ < p est q-exact pour toute q E Conf.:(A(a, j?), D, D’) (resp. est 
@-exact, pour toute @J E Conf.:( A (a, j?), D, D’) au-dessus de q). 
Si /3(x)=0, on a les kgalitks: m,E=m,z+,, . . . . mfl+,G=mp+,a+,. 
PROPOSITION (6.15)bis. Avec les hypotheses et les notations de (6.10) on 
suppose en plus que x E Ha IT Jb. On d&it a(x) et b(x) comme duns (6.15). 
On suppose qu’il existe p(x) K /3’ < /3 tel que (a + 1, /?I) E F(A, D, D’) (resp. 
et une A(a + 1, jT)-configuration q~ au sommet (a + 1, /I’) libre telle que 
q 1 A(a, p’) E Conf.Y(A(a, /I’), D, D’)). On a alors 
(i) (a’, /3+ l)#Conf(A, D, D’), Va(x)<a’<a; 
(ii) si 1 <a(x) tour cart+ &extrt?mirks (a’, p) et (a’+ 1, /?+ 1) auec 
a(x) < a’ < a est q-exact pour ioute p E Conf:(A(a, /?), D, D’) (resp. Q-exact, 
pour toute @J E ConfX(A(a, /3), D, D’) au-dessus de q). 
Si a(x) = 0 on a les kgalittk 
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PROPOSITION (6.16). Soit (a, fl)~A tel que (a+ l,/?+ l)#F(A, D, D’). 
Soit xCZr+, tel que xe HU n Jp et x$ RCB. On suppose que p(x) 2 1, et 
que (a+ 1, /?‘)$F(A, D, D’) pour /I(x)</?‘</?. Soit (a’,/3+ ~)EA uuec 
l<a’<~ tel que (a’,fi+l)eF(A,D,D’) et soit q une A(~‘,fi+l)- 
configurution (resp. soit (a’, b + 1) E A uuec 1 < a’ < a tel que 
(a’, fi + 1) $ F(A, D, D’) et soit 9 une A(a’, b + 1 )-configuration au sommet 
(a’, /I + 1) /i/we). 
On fait les hypotheses suivantes sur q: 
til v I Ata’, PIE ConfAJa’, ,O R D’L 
(ii) tout carre d’extremites (a”, /I) et (aU + 1, p + 1) uuec E’ < a” < a 
est @-exact pour tome @ E Conf!(A(a, /I), D, D’) au-dessus de CP; 
(iii) tout curre d’extremites (a, b”) et (a + 1, /F’+ 1) auec 
b(x) < fi” < b est @-exuct pour tome @ E Conf-JA(a, fl), D, D’) uu-dessus de 
(7. 
Sous ces hypotheses le carre d’extremites (a, j) et (a + 1, fl + 1 ), quef que 
soit q E Conf(A, D, D’), est q-exuct. 
Preuue de (6.10) & pdrtir de (6.15) (6.15)/k et (6.16). 
(I) On suppose que XE HE n Jp et on d&nit a(x) et p(x) comme 
dans (6.15). 
Supposons d’abord qu’il existe a(.x) =C a’ <a et une A(a’, fl+ l)- 
configuration q au sommet (a’, p + 1) libre (resp. telle que q(a’, /I + 1) = 
Hz, C-I Jp + , , i.e., (a’, I+ ~)EF(A, D, D’)), et telle que ye 1 A(a’, /?)E 
Conf.JA(a’, /?), D, D’). Dans le cas oti p(x) = 0 on a par (6.15) les egalites 
m la+ l =mlxt . . . . mp+ lz+ l =mfl+ lx2 
done Vq E Conf(,4, D, D’) le carre d’extremites (a, fl) et (a + 1, fl+ 1) est 
q-exact. 
Si 1 <b(x), Vfi(x) < p’ < j3 on a que le carte d’extremites (a, /Y) et 
(a + 1, /T + I ) est q-exact pour toute @j E Conf.!(A(a, fl), D, D’) au-dessus de 
q (cf. (6.15)). L’existence de q comme ci-dessus entrame facilement qu’il est 
possible de trouver a’ < a” < a et I$ G Conf(A(a”, b + 1 ), D, D’) de man&e a 
ce que (a”, j? + 1) E A et @ verilient les hypotheses de (6.16). On a alors 
prouve (6.10) dans ce cas. 
S’il existe /3(*x) < /? < J et q E Conf(A(a’, j3 + 1 ), D, D’) verifiant les 
hypotheses de (6.15)bis on conclut a la preuve de (6.10) en “echangeant les 
roles de a et fi.” 
(II) Supposons que a(x) = 0 (resp. b(x) = 0). 11 suffit de prouver 
(6.10) si a(x)=O. On a alors XE H, n Jp+, . On peut supposer que 
(i) (a/,/3+ l)$F(A, D, D’) (1 <a’<a+ 1); 
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(ii) Vl < M’ < x il n’existe pas de A(a’, /I + 1 )-configuration q au som- 
met (a’, /I + 1) libre, et telle que q 1 A(a’, fl) l ConfJA(rx’, b), D, D’). 
On a alors pour toute p E Conf-!(A(a, /I), D, D’) ( #a) les &g&&s: 
q(a’,b+l)=q(a’-l,/?+l)uq(a’,fl) (l-Ca’<a); et ~(1,/3+1)= 
q( 1, b). On en deduit la suite d’egalites: 
m~+ll=m~l,...,m~+l~+l=m~~+l, 
et a fortiori que ‘Vq E Conf(A, D, D’) le carre d’extremites (a, /I) et 
(a + 1, fi + 1) est q-exact. 
(III) 11 nous reste done o prouver (6.10) sous les hypotheses suiuuntes: 
(1) a(x)> 1 et b(x) > 1; (2) Va(x) <a’<a (resp. V /I(x) </I’</?) on a 
(a’+l,/?+l)#F(A,D,D’) (resp. (a+l,fi’+l)$f’(A,D,D’)); (3) VIE 
Conf.:(A(a, /I), D, D’) et tout a(x) < a’ < a (resp. /I(x) < /I’ < /?), le carre 
dextremites (a’, b) et (a’+ 1, /I+ 1) (resp. (a, fl’) et (a+ 1, /Y+ 1)) est 
q-exact. S’il existe 1 <a’< a et q G Conf(A(a’, /I + l), D, D’) telle que 
q(a’, /I + 1) = Ha8 n Jp + I (resp. une A(a’, p + 1 )-conliguration q (subor- 
donnee A (D, D’)) au sommet (a’, /I + 1) libre), on prouve (6.10) a partir de 
(6.16) comme dans (I). 
Si pour tout l<a’<a on a (a’,fl+l)$F(A,D,D’) et Vcp~ 
Conf:(A(a, fl), D, D’) on a les egalites q(a’, fi + 1) = q(a’- 1, /I + 1) u 
q(a’, /I) (1 <a’ <a), et q( 1, fl+ 1) = q( 1, /I) on prouve (6.10) comme dans 
(II). On conclut ainsi la preuve de (6.10). C.Q.F.D. 
Preuue de (6.16). On commence par introduire quelques definitions. 
DEFINITION (6.17). Soit x: 11, fl + l] + 11, a] une application decrois- 
Sante. On note A(x) c A le graphe pondere donne par A dont l’ensemble 
sous-jacent est la reunion: 
axu?+ ll,fl+ llu ... u4xClh 11. 
On pose Dec(x)={b+l}u{iE[l,/?] [x(i+l)<x(i)}. Etant donnee une 
partie L c Dee(x) on pose: 
On designe par A(x)-cortj?guration aux L-sommets libres ou x-libres la 
donnee de qeConf(A(~)~, D, D’) tel que ViE L on a que q 1 (A(x(i), i)/ 
{(x(i), i)}) est une A(x(i), i)-configuration au sommet (x(i), i) libre ou 
x-libre (cf. (6.12)). 
On procede a construire une application decroissante x: 11, b + 11 + 
11, a], une partie L c Dee(x) et une A(x)-configuration @ aux L-sommets 
libres ou x-libres telle que V(a’, fl’)~A(x)~ avec 1~ fl’< fl on a 
x +! @(a’, fi’). De man&e a ce qu’il existe un entier 1 < iO < fi tel que 
LIEU SINGULIER DES VARIkTh DE SCHUBERT 217 
(a) V@ E Conf.:(A(a, /?), D, D’) au-dessus de @, et V(x(&,), &,) < 
(a’, /Y)< (a, fl) le carre d’extrGmites (~8, /?‘) et (a’+ 1, /3’+ 1) est g-exact; 
(b) si &> 1 (resp. i. = 1) il existe x(iO) < a’< a tel que 
(a’, &)EF(A, D, D’) (resp. on a, soit il existe ~(1) <a’< a tel que 
(a’, 1) l F(A, D, D’), soit on a l’egalite RZ,~~, j = WZ,~ + , ). 
Compte-tenu de (6.6) l’existence de @ montre (6.16). La construction de 
x, L, @, et i0 s’effectue selon le schema suivant. 
Soit x’~ + ’ ‘: 11, b+ ID -+ 11, all (rev. v w + ‘I) l’apphcation constante 
don&e par le a’ de l’hypothese (resp. le q de l’hypothese). Posons 
Lcfi+‘)= 0 si (a’, /3+ l)eF(,4, D, D’), autrement L@+‘)= {fl+ l}. Soit 
ie 12, /? + 11, x(l): [l, p + l] -+ 11, a] decroissante, ,5”)c Dec(x(‘)), et q(‘) 
une A(x(‘))-configuration aux L(“- sommets libres ou x-libres. De man&e 
a ce que: (I) x(‘)(i) = x(‘j( 1) et V/?’ e Dec(x’i’)/Lci) le sommet (x”)(fl’), j’) 
est x-bon; (II) V@ e Conf.:(A(a, p), D, D’) au-dessus de q(‘j et 
V(x(“(i- l), i-- 1) < (a’, fl’) < (a, fl) le carre d’extremites (a’, fi’) et 
(a’ + 1, /?’ + 1) soit @exact. 
Prouvons les affirmations suivantes: 
(A) Soit i> 2. Etant don& I~~), L(j), v(i) comme ci-dessus de 
man&e a ce que Vx(‘)(i - 1) < a’ < a on ait (a’, i - 1) $ F(A, D, D’), il est 
possible de construire un autre tel tripie xc’- ‘), ,5”- ‘), qcie I1 verifiant (I) et 
(II) avec i - 1 a la place de i. 
(B) Soit i= 2. Soient xc2’, L”), q(*’ comme ci-dessus. On a alors, soit 
($‘j(l), 1) l F(,4, D, D’), soit ~r~~~~~=wr~~+ 1. 
Prouuons (A) si x~ff~+,nJ,+,. Soit a le plus grand des entiers 
xci)(i - 1) < a’ < a verifiant l’une au moins des deux conditions suivantes, 
dans le cas ou cet ensemble ne soit pas vide: “&Q’E 
Conf.JA(a’, i - 1 ), D, D’) au-dessus de v’~) 1 A(xci)( i - 1 ), i - 1) avec le 
sommet (a’, i - 1) x-libre, tel que V@ E Conf.JA (a, i - 1 ), D, D’) au-dessus 
de q’ et Va’ < a” < a, le carre d’extremites (a”, i - 2) et (a” + 1, i - 1) oti 
Q-exact,” 
ou bien: 
“le sommet (a’, i-- 1) est x-bon.” Posons u = x(‘)(i-- 1) si cet ensemble est 
vide. On defmit xc’- ‘) par 
“G ” 1 [l, i- l] = application constante donnee par a. x 
On pose Lti-‘) = L(j) si (a, i- 1) est un sommet x-bon, et L(’ - I)= Lcij u 
{(u, i- 1)} autrement. Soit q(‘-‘) une ~(~(i~~l))-configuration aux L(‘-“- 
sommets x-libres, au-dessus de v(i) (il en existe une par definition de a). 
Le triple $i ~ ’ ‘, L+ I), q~(‘- ‘) verilie (I) et (II). 
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Prouvons que si x $ HE + , n Ji-, on a l’une des deux affirmations suivan- 
tes: soit, “Vx’i)(i- l)<a’<a+ 1 on a (M’, i - 1) f$ F(4 D, U), et 
Vxfi)(i - 1) < a’ < N + 1 il n’existe pas de A (a’, i - 1 )-configuration q’ au 
sommet (a’, i - 1) libre au-dessus de v(i) 1 A( xti)( i - 1 ), i - I ),” (dans le cas 
i - 1 = 1 on a q( tz’, 1) = q( oz’ - 1, 1 )), soit, “( xci’( i - 1 ), i - I ) E F(A, D, D’).” 
11 sufit de vhlier que s’il existe (a’, i - 1) e F(A, D, D’) avec xci)(i - 1) < 
~4 < a + 1 (resp. une A (a’, i - 1 )-conliguration y’ au sommet (a’, i - 1) libre 
au-dessus de q(” 1 A ( xtiJ( i - 1 ), i - 1)) on a ( xci)(i - I ), i - 1) l F( A, D, D’). 
Supposons qu’il existe (a’, i - 1) E F( A, D, D’) avec xci)( i - 1) < N’ < a + I 
et prouvons que (xci)(i- l), i - 1) E F(.4, D, D’). Soit xci-” dkfini par (*) 
avec a’ i la place de a. Soit @ une A(x(‘-I))-configuration aux L(i)-sommets 
libres ou x-libres au-dessus de qci). Soit 1 < fl’ < /? + 1 le plus petit entier tel 
que (xci)( i - 1 ), /?‘) rz Dec(x(‘)). Montrons que H~tt~(i- 1) n Ji- i = 
g$x(il(i - 1 ), i - 1). Autrement il existe y E HX~,~cip Ij n J;- I tel que 
y $ q(xci)(i - 1 ), i - 1). Soit 4 E Conf.JA(a, j?), D, D’) au-dessus de @, tel 
we 
Ceci hant possible car (x #) y E H+I,~ - 1j n Jpf et tout sommet de Dec(xci)) 
est bon ou x-bon (resp. libre ou x-libre de q@)). Le (II) v&4% par xciJ, Z,@), 
qU) et (6.2) entrahement que yE&$‘)(i- l), /?‘)n&d, i- 1)= 
$Qi)(i- 1) > i- 1) = q7(xti’(i- l), i- 1) ce qui est absurde. Analoguement 
on prouve Vaflirmation respective. il en rhulte (A) dans le cas oti 
x # HX + 1 n Ji - , , et (B), et on conclut ainsi la preuve de (6.16). C.Q.F.D. 
7. PREWE ET ~NONCI? DU THJ?OR~~~ DE CARACT~RISATION 
DU LIEU SINGULIER D'UNE VARII~T~ DE SCHUBERT DE GLr+I(k) 
On reprend les notations du $1. Par k on dhote un corps quelconque. 
Soit D e Drap(k’+ ‘) le drapeau canonique de k’+ ‘; i.e., D = (kl c . . . c kr). 
Soit DO = (I, c . . . c Zr) E Drap(Zr + 1). On a alors 8(DO) = D. Soit 
Me Posrel tE,Fj (m = (1, 2, . . . . r)). Notons par LSz(M, D) c z(M, D) (cf. 91) 
la partie fermke don&e par l’ensemble des points qui ne sont pas lisses. 
L’igalitk suivante rksulte facilement de (5.6): 
Z(M, D) = u Z(M’, D). (7.1) 
M<M, 
Etant don& iW E PosrelcE,!j il lui correspond un unique D’ G Drap(Zr + 1 ) 
tel que hZ’ = A4(D0, D’) (m = ( 1, 2, . . . . r)). 11 est clair que 8(D’) E Z(M’, D). 
Puisque BO ophe transitivement sur .JJW, D) on a alors que 
“Z(M’, D) c LSz(A4, D) si et seulement si 6( D’) E LSz(A4, D).” Le but du 
LIEU SINGULIER DES VARIhTkS DE SCHUBERT 219 
rmmero est de dormer un algorithme permettant de caracteriser les 
UE Drap,,(Zr+r) tels que ME ME(M, D). Dam le cas ou 
6(I)‘) E E(M, ZI) cet algorithme permet d’evaluer le rang de l’espace tangent -- 
de Nash T(Z(M, II))6tD,j a E(M, D) au point k?(I)‘) (cf. Appendice). 
Simultanement il resulte des constructions qui m&rent a cet algorithme que 
@II’) est un point lisse de E(I), M) si et seulement si 
-- 
rang T(Z( D, M)) = dimk Z(II, M) 
(cf. Appendice). 
Soit I)’ = (H, c ... c H!) E Drap(Zr+ ,). L’epinglage de GLr+ ,(k) donne 
dans $1 donne lieu, d’apres 53 a une base {XQ} (p E I.I, <%<, Hx x 
(Hq+ ,/H@)) de l’espace tangent T(DrapF(kr+1))6,Dzj a Drap,Jkr+‘) au 
k-point 6( D’). 
DEFINITION (7.2). Avec les notations ci-dessus, soit d= (d, , . . . . d,) (resp. 
d* = (d:, . . . . d?)), oti da = [I&, c . . . cl&] (resp. dz = [Kz, c . . c 
I&]) est une suite croissante de parties de Hs (resp. HM+ r telle que 
H% c Kz,) de longueur ,I%( 1 < cx < l). On pose 
et 
DI~FINITION (7.3). (i) Soit D’ = (H, c . . c H,) E DrapE(Zr+ 1) tel que 
M < M(DO, II’). Avec les notations de (5.2)bis et celles du debut du 
numero, soit 
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(ii) Soit (a, /I) E F(A, ZIO, D’); i.e., [ZZm n Zfl/ = mom. On pose 
~5~~ = [Ha n Ib] (resp. 6$ = [Ha, u HMs+ l r~ Zb]) 
pour a < ct’ <Z, et hz, = [@I (resp. a$ = [HE,+ ,]) pour I <LX’ <a. On pose 
Y; (a, /?) = Y$ (gi, d*) . . . etc. 
On peut prouver facilement (cf. [CC]) le suivant: 
LEMME (7.4). Auec la not&ions de (7.3) on u Y;(M, D,,, D’) = 
Cl{ Y;t4 bl I (a, b) tz F(4 Do, D’), u<a) (1 <a</} (req. Y-(AC Do, D’) 
= n v-b4 w I (4 4 E fu, adw 
L’hypothbse M< M(Q,, ZY) entrame que Conf(A, D,,, ZY) # 0 (cf. 
(5.6)). Soit done p E Conf(A, Do, I)‘). On a alors que d(q) (cf. $3) est tin 
k-point de Conf(A, Do), tel que son image par le ,k-morphne camkqw. 
Conf(A, D,,) -+ Drap!(kr+ ‘) 
est &gale a &D’). Notons par 
Posons pour 1 <a<Zz 
n(a,r+l)= fl Nta, r + 11, v). (7.6) 
q2 lz Ccmf(/l, D& D’) 
On verra que N(u, r + 1) est une partie de Ha x (Zr+ l/Ha) dont le com- 
plementaire indexe les elements de l’image de la base de l’espace tangent de -- 
Nash T(,JT(M, II))6cD,, par la differentielle de Drap<(k ‘+‘) + GrassJkr+ l). 
On note par 9 l’ensemble des applications j Conf(A, &, I)‘) -+ 
11, r+ 11. Etant don& fe9 et 1 <c?<l, on pose: 
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Avec ces notations on a l’kgalitk suivante: 
Rappelons que V(a, /I) E A l’on a 
PROPOSITION (7.9). Avec les notations ci-dessus m a pour tout 1 <a < 1 
l’dgalitd suivante: 
Preuve. Observons d’abord que le deuxikme membre de l’kgalitk est 
inclus dans le premier. En effet voyons que RED x HS + , /(HE + , n Zb) est 
inclus dans le premier membre. Soit J Conf(A, DO, D’) -+ [l, r + 11 
l’application constante dkfinie par 0. On a alors: 
ce qui prouve notre affirmation. Prouvons que le premier membre est 
inclus dans le deuxihme. Soit done f~ 9, montrons que: 
et soit fii le plus grand entier 1 < /?, < r + 1 tel que 
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dans le cas oti l’ensemble des entiers, vkrifiant la propriktk ci-dessus est 
non-vide. Autrement posons pi = 0. 
Si ps < /Ii l’inclusin (*) est immkdiate. Supposons que 1 < pi < bs. 11 existe 
ah-s ~~n~~~~“~(~.~~,~,)~(a,~(~)) td we x$ff+,. km pour ma v 
qui vkrifie x $ q(a, ps - 1) on a rkcessuirement f(p) 3 ps. En conclusion on 
a l’inclusion suivante: 
11 en rksulte que 
On voit done que les hypothkses de la proposition (6.10) se trouvent 
vkifikes. On conclut alors par lot. cit. que pout toute q g Conf(iI, DO, D’) 
le carrk d’extrgmitks (u, bs - 1) et (a + 1, bs) est q-exact. Si ps - 1 > pi> on 
substitue p3 par fis - 1 dans l’argument prkckdent et l’on prouve dans ce cas 
que le carrf? &extrtmitks (u, fis - 2) et (a + 1, ps - 1) est q-exact pour toute 
q E Conf(A, DO, D’), . . . . etc. En conclusion pour toute q G Conf(A, D,,, D’) 
tout carrk #extr$mitks (a, j?‘) et (a + 1, /? + 1) est q-exact, pour 
1 ~/?~<j?‘<b~. On en dkduit alors pour tout /?<G/?‘< ps, et toute 
q e Conf(.4, DO, D’) l’kgalitk suivante: 
On a aussi comme corollaire des kgalitks prkckdentes que 
REPS n ITm + ,bp = Gzos UC G D’ G PSI. 
En conclusion on a pour fli < /?’ < bs l’inclusion suivante: 
Rec~)n(~~+~~,x(H~+,/H~+,nZ~,))~~~~,x(H~+~/H~+,nZ~,), 
qui prouve bien (*). 
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Le cas ou pj = 0 se traite de facon analogue. Pour 1 < p’ c pi on a l’in- 
elusion suivante: 
qui donne (*) dans ce cas. Pour j3.T -C /I’ -C r on a 
ce qui conclut la preuve de (*). 
On pose pour 1 <a 6 I: 
C.Q.F.D. 
PROPOSITION (7.12). Avec Ies notations ei-dessus on pose: 
on a alors la formule suivante: 
Preuve. Pro&dons par recurrence descendante en !x. 11 est facile de voir 
we 
Supposons done avoir la formule suivante par hypothese recursive: 
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oti l’avant dernikre 6galit6 rbsulte de (7.9). C.Q.F.D. 
COROLLAIRE (7.14). Soit 7~~ la dijf&rentielle en 8(q) du k-morphisme 
Conf(A, D) -+ DrapG(kr+ I). On a aiors la formule suivante: 
On peut donner maintenant une interpretation gbomktrique de 
Y-(A, DO, D). Soit (a, /I) E F(A, DO, D); i.e., rnBa = [Ha n Zbi oti rnfla dbigne 
le (/?, u)i&me terme de ME Posrel~~,~j.Notons J5’pg,B, le k-sous-schkma lisse 
de Drap,Jkr + ’ ) dont les sections au-dessus d’un k-schbma A’ sont les 
drapeaux- D = (E, c . . . c E,) de (?I>+ ‘ tels que 
(i) Le &+ous-module EX de 0&+ 1 est en position standard avec 
l!l$ cr o>+ l (cf. $1 ), 
(ii) rang(@ n EU) = mbz. 
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Avec les notations de $1 on peut d&ire ,Qp, comme etant l’image inverse 
de la cellule de Schubert L(@Z,]), (wrfix)) de Grass,Jk’+‘) par 
Drap(kr+‘) -+ Grass,Jkr+ ‘). On a alors que 
TH~OR~ME (7.16). Soit k un corps. Soit D = (k’ c . . . c k’) (uuec les 
notations de $1 OH u D = 6(D,,) ou D0 = (ZI c . . . c Zr)). Soit n G Typ (cf. $1). 
On pose m = (1, 2, . . . . r). Soit IWE PosreIcT,crj. Soit z(M, D) c Drap,Jkr+ r ) 
la k-variete de Schubert definie par (M, D) (cf $1). On pose A g A(M) 
(cf $2). Soit Conf(A, D) la resolution birationnelle lisse de I’(M, D) et soit 
Conf(A, D) +J’ Drap?(k’+‘) 1 e morphisme nature1 (cf lot. cit.). Soit 
D’ l Drap!(Zr + , ) (cf $1) tel que M < M( D, D’). Etant don& un k-point CJJ de 
Conf(A, D) on note xv la dfferentielle de p en q~. On a alors 
(i) le k-sous-espace ?(z(M, D))6,nsj de T(Drap,,(k’+l))acD,j engendre 
pur les images des zV’s quand CP parcourt la fibre combinatoire de Conf( A) 
uu-dessus de (D, 8(D’)) (cf (5.1)) est egal uu k-sous-espuce engendre par les 
vecteurs 
- - (ii) le k-sous-espace p( z( M, D )) est egal 6 l’espace tangent de Nash 
T(z( D, M)) (cf Appendice); 
(iii) Ze k-point J(D’) appartient & LSz(M, D) (resp. z(W, D)c 
LSz(M, D)) si et seulement si on a l’inegalite suivante: 
cardinal Y ~ (A, DO, D’) > dimk Lj M, D). 
Prewe. Soit x = &D’) et Y = Drap!(kr+ ’ ). Soit ( Y).x = Spec(Oy,,x). 
Etant donnee une k-sous-variete X= V( Y) de Y telle que x e X on pose 
(J& = Spec(Q x/.Z.Oy,.r) (germe en x de la k-sous-variete X). Rappelons 
que (a, Z3) c F(A, DO, D’) si wfiU = jZZz n Z,J ou m,rz denote le (/?, a)iGme 
terme de M. On a vue comment on associe a tout (u, ,!3) l F(A, DO, D’) 
une k-sous-variete lisse L’Fs,OJ de Y. On a veritie que l’intersection des 
k-sous-espaces T(zFU,O,)r ((a, /I?) E F(L& DO, D’)) de T (Drap,Jkr+‘))V est 
egaie au k-sous-espace engendre par l’ensemble des vecteurs { XQ] 
(p e Y-(A, DO, D)). Zl resulte des constructions combinatoires de $3, $4, $5 et 
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$6, d travers le corollaire (7.14), que ce mt?me ensemble est content dans la 
&union IJ Im rcV oti q~ parcourt la fibre combinatoire de Conf(A) au-dessus 
de (D, h(D’)). 
D’autre part le fait que Conf(A, D) est un modele birationnel et lisse de 
Z(D, M) (cf. §2) entraine l?nch.wion suivante: 
(cf. Appendice (A.8)). 
On a alors que X = Z(D, M) et la famille de germes en x 
{G&JxH~~~ PI E WY Do3 DlJ & k- sous-varietes de Y verilient les 
hypotheses de (A.5), d’oti 
-- 
WIM D)L = au 
;;:‘&(A, DO, D))). 
k-sous-espace engendre Par KJ 
On prouve ainsi (i) et (ii). Le critere (A.10) permet alors de conclure que 
l’hypothese 
entraine que x est un point lisse. Le premier membre de l’egalite est egal au 
cardinal de l’ensemble Y-(A, DO, D), done (iii). C.Q.F.D. 
Soit k un corps algebriquement ~10s. On se propose de reformuler le 
theoreme (7.16) de sorte que le nouvel enonce garde un sens pour tout 
k-groupe reductif epingle G. On suit la terminologie et on emploie les 
notations de [T]. Soit C( W, S) le complexe de Coxeter de G. On identilie 
le simplexe typ des types de paraboliques de G a l’ensemble des parties 
p(S). Soit S’c S et notons par t(S’) E typ l’element donne par S/S’. Soit 
Fs, E C( W, S) (resp. CO) la facette (resp. la chambre) donnee par la classe i 
de 1 dans W/Ws. (resp. 1 E W). Soit Kj E W/ Ws on note par Z(@, &) c 
Partc(G) la B,,-cellule de Schubert dorm&e par i? et le sous-groupe de Bore1 
BO de G donne par l’epinglage (cf. [DG] ). On note par E(%, BO) 
l’adherence de Z(@, BO) dans Part(G) et par U(z(*, BO)) le complemen- 
taire de l’ouvert de lissite de E(@, BO). La preuve de la suivante proposition 
est donnee dans [CC]. 
PROPOSITION (7.17). Soit CC’, G E W/ Ws. Avec les notations ci-dessus on 
a que les deux affirmations suivantes sent kquivalentes: 
(i) Z(i@‘, BO) c E(G, BO); 
(ii) il existe une galerie g&tfralis~e g de typ se rGvant en une galerie 
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minimale ghz~ralis~e de C( W, S) d’extremittb C’,, et %(Fs.), et une galerie y 
de C( W, S) au-dessus de g d’extremith Co et %‘(Fs). 
Pour tout s E S posons: 
WCS) = f,f./ S/ix) (resp. F”= Fs,~,s~). (7.18) 
Etant donnes $ E W/ Ws, et s E S/S’ (resp. (s, s’) l S x (S/S’)) soit r?J (resp. 
kcs.sz,) l’image de $ par W + W/W(.” (resp. W/Ws, -+ w’)\ W/W(“)). 
Soient @, %’ E W/ Wsz verifiant les conditions de (7.17) on pose 
@(I?, I?‘) = {(s, s’)} E s x (S/S’) 1 bT~(,y,y, = ti’,J}. (7.19) 
Pour tout couple (FI, FJ de facettes de C( W, S) (resp. toute facette F de 
C( W, S)), on designe par R(F, , F2) (resp. RF) l’ensemble des racines de 
C( W, S) qui contiennent F, sans contenir F2 (resp. F) (cf. [CC]). Soit 
(s, s’) E @(I?, G’), on pose 
Rys, s’) = (R/R~.~~~,)/((R/R~~~~,,,)/(R(~s’, fwq)) (7.20) 
Notons que le complementaire de R(F,“, @(F(“‘)) dans R/R,3,fifs 1, est egal a 
l’ensemble des racines qui ne contiennent ni F”’ ni K(F(“)). 
Soit FE ( W, S) on designe par PF le parabolique determine par l’ensem- 
ble des racines RF. Soit (s, s’) E @(@, IV’), on pose J?(.Y, s’) = image inverse 
de Z(r?,5,,Y,j,, P+I) par 
Pard(3 -+ ~~~,~s~~.s~~,~W 
On note par y le point de Par,cssj(G) don& par PccFs,,. Soit {XO}pcR,RG,,FYj 
la base de T(Part,&G))Y d onnee par l’epinglage de G (cf. 53). On a alors 
que {X~}O~R~~~,~~j est une base de Q,Zh(s, s’))!. 
Supposons G=GL7+,(k), on a alors C(W,S)=C(Gr+,,S)= 
Drap(Zr+ ,) (cf. [T]). On a C0 = Do. Soit g une galerie g&&ali&e de typ 
( = Typ) se relevant en une galerie minimale g&halisc!e de Drap(Zr+ I ) (cf. 
[CC]), telle qu’il existe un isomorphisme (avec les notations de $2). 
Conf(Ug), GLr+ ,(k))Bo r CoNA’, D), 
induit par deux inclusions I?(g) q H et A’ q H dans un graphe type H 
(cf. $3 ). 
Supposons t(S’) = c, g = (n,, . . . . n,), on a done Fs,= Dn (cf. $1) et les 
egahtes suivantes 
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Soit Conf(E( g), CO, Kj’(F9)) l’ensemble des galeries de Drap(Z,+ , ) au- 
dessus de g et d’extr;mites C0 et @‘(Fr), que l’on identitie a une partie de 
l’ensemble des k-points de Conf(,!Z( g), GL,+ l(k))B,,. Remarquer que cet 
ensemble est aussi en bijection avec Conf(A, D,,, D’(= ti’(D?))). 
Soit q E Conf(A, &, W), on note par 
TH~OR~ME (7.21). Soient G=GLr+,(k), (W,S)=(Gr+,,S) (cJ [T]). 
On ident$e A = C( W, s) d Drap(I,+i) (cJ (1.5)). Soit C,,= DO, i.e., la 
chambre de A don&e par l’kpinglage de G (I$ $1). Soient E, @’ E W/Ws, 
S’c S v&$ent les conditions de (7.17). On note y le k-point de Part&G) 
don& par Pc,tFx,. Soit gE r(typ A) comme ci-dessus. Avec les notations ci- 
dessus on a 
Cil U ~Eccmf~E~gLco,F,) %~~~~~w~B(~~c~)~= KJQER~*,ssJ~ 
(ii) Z( *‘, &) fz LS(Z(@, BO)) si et seulement si cardinal(Rb(@, @‘)) 
> dimk ,Z( KJ, D,,) = cardinal R + n I+( R/RD”) (oti R + d&ote l’ensemble des 
racines qui contiennent Co); 
- -(iii) ~~pl~E~~w,~r~ est une base de l’espace tangent de Nash 
T(,Z( Kj, B,,)).” (cJ Appendice). 
II semble raisonnable que l’enonce obtenu, a partir de (7.21), en sup- 
posant seulement que g se releve en une galerie minimale generalisee 
d’extremites D,, et %(Dx) soit vrai. L,‘enonce (7.21) garde un sens pour tout 
k-groupe reductif G et pour toute galerie generahsee g de typ (G) (cf. 
[CC]). Cependant l’egalite (i) n’est plus vraie en general comme on le con- 
state si l’on suppose G de type B2 ou Gz. Neanmoins on a dans ce cas 
l%regalite 
11 est possible que cette inegalite soit vraie en general. Reste le probleme 
de comparer le k-espace vectoriel engendre par le premier membre de (i) et 
l’espace tangent de Nash T(Z(KJ, BO))” afm de determiner le domaine de 
validite de l’algorithme pour l’t%aluation de l’espace tangent de Nash. 
Encore on peut se poser la question de comparer ce dernier au k-sous- 
espace engendre par les images des 7~~‘s pour toute galerie q d’extremites 
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C0 et w’(F~!) dans A(G, k) de type g. Une esquisse d’approche pour la -- 
determination de Z”(Z(@, B,,)) a partir dune galerie minimale generalisee en 
general est donne dans [CC]. 
APPENDICE: ESPACE TANGENT DE NASH 
Par variete X (k denote un corps) on entend un K-schema de presen- 
tation linie et s&pare. Quand on parle des points de X on sous-entend 
points rationnels de X (i.e., a valeurs dans k). Dans tout ce paragraphe on 
note par Y une k-variete lisse et connexe, et par X une k-sous-variete de Y, 
fermee integre et lisse au point generique. Soit H = dimk Y, d= dimk X. 
Notons X’c X le plus grand ouvert lisse de X. Les constructions qui 
suivent s’appliquent en particulier quand X= Z( i?, D) CT Y = Drap,z kr + ’ 
(sous-variete. de Schubert d’une variete de drapeaux). 
Posons 
* Y/k = =‘~c~-,,m&&,k> flY) tA.1) 
(&-module tangent a Y) et notons ly la section de GrassJt y,k) au-dessus 
de X’ c X definie par 
l,r(X) = T(Yv)r CA.2) 
(espace tangent b T!? en x), 
DEFINITION (A.3). On appelle rnodificution de Nash de X (relative a 
l’immersion Xq Y) couple (X, rc), ou J?= adherence schematique de 
l’image de lX dans GrassJ t i,,k) et ?r: T? + X est le morphisme restriction a 
if de GrassJiy,k + Y) (cf. [N]). Pour xeX et i~n-‘(x)c2 soit 
E.< c T( Y).X le k-sous-espace vectoriel de rang d determine par i. 
DEFINITION (A.4). On appelle le k-sous-espace vectoriel T(X).X c T( Y).K, 
engendre par les Et, l’espace langenf de Nash de X en x (relatif a X% Y). 
L’espace de Nash T(J& donne une idee de la libre de (2, rc) en x. Si 
rgT(X).V = d alors la libre de ($ 7r) en x se reduit a un seul point. Soit x un 
point de X tel qu’il existe 0 < c sous-varietes lisses X, , . . . . Xc de Y, telles que 
pour tout 1 < i < c on ait que le x-germe (J& soit contenu dans le x-germe 
(Xi)r 
PROPOSITION (AS). Aver l’hypothsse et les notafions ci-dessus, si l’on 
suppose en plus 
T(X,)rn ... n T(Xc)rc T(.lJr 
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on a 
T(x).r= T(xl).yn ... rl T(X(.L. 
Preuve. Quitte a restreindre Y on peut supposer que 
(I) Xi est une sous-variete lisse et fermbe de Y pour tout 1 < i < c, 
(II) XcXi pour tout 1 <i<c. 
Done GrassJkx,,k) 5 GrassJz ,,,k) est une immersion fermee. On a aussi par 
(II) que Im ty c GrassJack), done Xc GrassJ*x,,k) pour tout 1 <i< c, et 
ceci donne facilement que T(X) c T(Xi)x pour tout 1 < i < c. C.Q.F.D. 
Supposons maintenant que l’on a un morphisme propre et birationnel 
27%X 
tel que 2 soit lisse. Si 2 E p-‘(x) on a un k-homomorphisme 
(‘4.6) 
(i4.7) 
(differentielle de p en 2). 
On delinit F(X).r = k-sous-espace de T( Y).r engendre par les images 
W ~P.~}.~~~~w. 
PROPOSITION (A.8). Avec les notations de ci-dessus on a l’inchsion 
T(x).y c T(x).x (x E X). 
(La preuve de (A.8) est facile, on renvoie neanmoins a [CC].) Soient Y 
une k-variete, lisse et connexe, Xcj Y une sous-variete, integre et iisse au 
point generique <. 
On suppose que si y est un point de Y alors il existe un voisinage ouvert 
Uy de ,V dans Y et une K-algebre de polynomes A = k[ T,, . . . . Tm] de 
maniere que l’on ait un isomorphisme 
iJv = Spec k[ TI, . . . . T,,]. (A.9) 
PROPOSITION (A.10). Soient X et Y comme ci-dessus. Soit y un point de 
X q Y. Supposons qu’il existe c (> 0) k-sow-varibth {Xi} I G iG ~ de Y lisses 
en y de man&e h ce que 
(a) X-,, (= germe de X en y) c Xi~” (= germe de Xi en y), 
(b) rang[T(Xi),,n ... n T(XC)V] =dimk X. 
Alors X est lisse en y. 
Preuve. Notons par V((A.)jEJ) c Spec Oy,y le germe de sow-variete de Y 
delini par l’ideal Z engendre par la famille {h}jE J d’elements de Oy,-V. 
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Pour 1 <i < c on peut trouver r, &men& {fi’), . . ..fL.)} de Oy.V de 
manit$re A ce que: 
x, = V(jy, . . . . f;;‘), dimXj=n-r,. 
En kcrivant la condition (b) en termes de “matrices jacobiennes” de chaque 
famille {f!jl, . . ..ftf’}. 1 < i< c, par rapport h T,, . . . . T,,, on trouve qu’il est 
possible de chiosir des Gments g,, . . . . gaedg U;=, {J-r), . . . . fi:)] tels que 
rang(~g,(~)/~T,),~i~~~~~,,,~~~~=~-~. Done si l’on pose 
On a que Z est un germe en .y de k-sous-vari& de Y he (critkre jacobien 
de lissitk) en JI. D’autre part l’hypoth&se (a) entraine que X.” CI Z. Comme il 
rksulte clairement de la dkfinition de Z que dimk Z = d le fait que X soit 
lisse au point gin&-ique t avec X[ z Zt entraine que X< = Z< et i fortiori 
x=z. C.Q.F.D. 
La proposition (A.10) permet done de prouver que, si XG Y est une 
k-sous-varit%, telle que pour tout point x de X l’espace tangent de Nash i 
X en x= T(X).x est de la forme !i=V ?=(X).V= T(X,).vn ... n T(Xc)r pour 
vari&s lisses XI, . . . . Xc de Y, alors x e ,U(x) * rgT(X).V > dimk X. 
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